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Реферат

Оценка космологических параметров, таких, как плотность
вещества, плотность темной энергии (космологической
постоянной) и кривизна, является нелинейной регрессионной
задачей, которую можно решить с помощью Mathematica.

The task of evaluation the cosmological parameters such as the
matter density, the dark energy density and the curvature is a
non-linear regression problem which can be solved with Mathematica.

Victor Krym, St. Petersburg State University
v.krym@spbu.ru
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Введение

Рис. 1: Гиперболоид (времениподобная сфера в пространстве
Минковского) и сфера (S2 в R3).
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Вселенная однородна и изотропна (основной космологический
принцип). Собственная анизотропия реликтового
микроволнового излучения имеет порядок ΔT

T
≈ 10−5.

Флуктуации плотности галактик в пределах 12 млрд. световых
лет составляют Δ𝜌

𝜌
⪅ 10−4. Поэтому можно предположить, что

наблюдаемое нами трёхмерное пространство является
пространством постоянной кривизны, в котором секционные
кривизны в различных двумерных направлениях постоянны.
Тогда это одно из трёх пространств:

Пространство положительной кривизны – 3-сфера S3.

Пространство нулевой кривизны – плоское пространство R3.

Пространство отрицательной кривизны – гиперболическая
3-сфера.
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Метрика

Метрика пространства-времени будет иметь вид (метрика
Фридмана—Робертсона—Уокера):

ds2 = c2dt2 − a(t)2
(︂

dr 2

1− 𝜅r 2
+ r 2

(︀
d𝜃2 + sin2 𝜃 d𝜙2

)︀)︂
в космическом времени t или

ds2 = a(𝜂)2
(︂
d𝜂2 − dr 2

1− 𝜅r 2
− r 2

(︀
d𝜃2 + sin2 𝜃 d𝜙2

)︀)︂
,

где 𝜂 – конформное время. Это псевдориманово многообразие с
лоренцевой метрикой сигнатуры (+,−,−,−), “множество
событий”.

В.Р. Крым (СПбГУ) Оценка космологических параметров по данным сверхновых типа Ia с помощью Mathematica16.07.2025 5 / 38



Уравнения Фридмана
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Критическая плотность материи 𝜌c =
3H2

0

κc2
=

3H2
0

8𝜋GN
.Тогда(︁

a′
a

)︁2

= H2
0
𝜌
𝜌c + Λc2

3 − 𝜅c2

a2
. Перейдем к относительным

параметрам

Ωm =
𝜌

𝜌c
, ΩΛ =

Λc2

3H2
0

и Ω𝜅 = − 𝜅c2

H2
0a

2
.
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Тогда уравнение Фридмана примет вид(︁
a′
a

)︁2

= H2 = H2
0

(︁
Ωm + ΩΛ + Ω𝜅

)︁
,

Ω0m + ΩΛ + Ω0𝜅 = 1.

Решение

t =
1

H0

∫︁ a

0

da

a
√︀

Ω0m (a/a0)−3𝛾 + ΩΛ + Ω0𝜅(a0/a)2
.

Для плоского пространства (𝜅 = 0)

t =
2

3𝛾H0

√
ΩΛ

arsh

√︃
a3𝛾ΩΛ

a3𝛾0 (1− ΩΛ)
.

В настоящий момент времени получаем

t0 =
2

3𝛾H0
√
ΩΛ
arsh

√︁
ΩΛ

1−ΩΛ
= 2

3𝛾H0
√
ΩΛ
arth

√
ΩΛ.
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Рис. 2: Масштабный множитель.
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Фотометрическое расстояние

Расстояние до объекта в космологии можно оценивать с
помощью красного смещения z , a0a = 1 + z , и как
фотометрическое расстояние dL. Если источник имеет
абсолютную светимость ℒ, то его наблюдаемый поток

ℱ =
ℒ

4𝜋d2
L

. Если сфера в момент испускания фотона имела радиус r , то в

настоящий момент времени его надо умножить на a0. Теперь учтем потерю

энергии фотона. Один множитель (1 + z) возникает из-за потери энергии

фотонами в силу красного смещения, а второй множитель (1 + z) возникает

из-за того, что два фотона, разделенные промежутком времени Δt во время

испускания, будут разделены промежутком времени Δt0 во время

регистрации, где cΔt0/a0 = cΔt/a. Величина Δt пропорциональна

расстоянию между фотонами, поэтому [1]

∆t0
∆t

=
a0
a

= 1 + z и ℱ =
ℒ

4𝜋(1 + z)2a20r
2
.
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Следовательно, фотометрическое расстояние

dL = (1 + z)a0r .

Определим 𝜒-координату d𝜒2 = dr 2

1− 𝜅r 2
, 𝜅 = ±1. Тогда

𝜒 = arcsin r , если 𝜅 = 1, и 𝜒 = asinh r , если 𝜅 = −1. Поэтому
r = sin𝜅 𝜒, где

sin𝜅 𝜒 =

⎧⎨⎩
sin𝜒, 𝜅 = 1,
𝜒, 𝜅 = 0,
sinh𝜒, 𝜅 = −1.

Метрика принимает вид

ds2 = c2dt2 − a2
(︁
d𝜒2 + sin2𝜅 𝜒

(︀
d𝜃2 + sin2 𝜃 d𝜙2

)︀)︁
.
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Для фотона ∆𝜒 =

∫︁ t0

te

c
dt

a
=

=

∫︁ a0

ae

c
da

a′a
=

∫︁ a0

ae

c da

a2H
= − 1

a0

∫︁ a0

ae

c
d(a0/a)

H
=

c

a0

∫︁ z

0

dz

H(z)
,

В силу Ω0𝜅 = − 𝜅c2

H2
0a

2
0

получаем a0 =
c

H0

√︀
|Ω0𝜅|

для 𝜅 = ±1.

Итак, фотометрическое расстояние

dL =
(︀
1 + z

)︀ c

H0

√︀
|Ω0𝜅|

sin𝜅

(︂√︀
|Ω0𝜅|

∫︁ z

0

dz1
E (z1)

)︂
,

где E (z) =
H(z)

H0
. Если 𝜅 = 0, то sin𝜅 𝜒 = 𝜒 и

√︀
|Ω0𝜅|

сокращается. Обычно используют модуль расстояния

𝜇 = 5 log10(dL/10pc), в этой формуле dL в парсеках.
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Рис. 3: Диаграмма Хаббла. Данные M. Betoule [2].

http://cdsarc.u-strasbg.fr/ftp/J/A+A/568/A22/
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Варианты функции H(z)

H(z) = H0

√︀
Ω0m (1 + z)3𝛾 + ΩΛ + Ω0𝜅(1 + z)2

H(z) = H0

√︀
Ω0r (1 + z)4 + Ω0m (1 + z)3 + ΩΛ + Ω0𝜅(1 + z)2

H(z) = H0

√︀
Ω0m (1 + z)3 + ΩΛ(1 + z)w+1 + Ω0𝜅(1 + z)2
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Определение параметров

Формула для фотометрического расстояния ведет к
регрессионной задаче для определения параметров модели. Для
оценки погрешности параметров модели необходимо
использовать 𝜒2 статистику

𝜒2 =
∑︁
i

(︀
𝜇i − 𝜇(d theor

L (zi ,H0,Ω0m,ΩΛ, 𝛾))
)︀2

𝜎2
i

,

где 𝜎i – дисперсия измеренного фотометрического модуля
расстояния 𝜇i . Более общий вариант этой формулы использует
матрицу ковариаций:

𝜒2 =
∑︁
i ,j

∆𝜇i

(︀
𝒞−1

)︀
ij
∆𝜇j .
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Рис. 4: Функция 𝜒2.
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Оценка погрешности определения параметров

Для оценки погрешности необходимо использовать основное
свойство распределения 𝜒2. Обозначим 𝜃 = (Ω0m,ΩΛ) –
параметры модели и разложим 𝜒2 в ряд Тейлора [3]:

𝜒2 = 𝜒2
⃒⃒
𝜃=𝜃

+(𝜃 − 𝜃)TW−1(𝜃 − 𝜃).

В правой части распределение 𝜒2|𝜃=𝜃 имеет NSN−2 степеней
свободы, где NSN = 740 – число Сверхновых, а квадратичная
форма ∆𝜒2 = (𝜃 − 𝜃)TW−1(𝜃 − 𝜃) имеет 𝜒2-распределение с
двумя степенями свободы [3, 4]. Поэтому при построении
доверительных контуров следует использовать квантили для
доверительных вероятностей с двумя степенями свободы: 2.28
(68%), 6 (95%) и 12.4 (99.8%).
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Рис. 5: Параметры модели. Показаны контуры для доверительной
вероятности 68% и 95%.
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Рис. 6: Разностная диаграмма Хаббла.
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Рис. 7: The “difference” Hubble diagram with errors.
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Проблемы современной космологии

Материя из энергии. Но частицы рождаются парами
частица–античастица. Почему вещество доминирует, а
антивещества практически нет? Это нарушение закона
сохранения барионного числа.

Слишком много энергии надо, чтобы сначала получить
частицы парами, а затем сохранить только ∆M .

Неизвестно:
▶ Природа темной материи и темной энергии.
▶ Причина расхождений в измерении постоянной Хаббла,

H0 = 67.4 . . . 73 км/с
Мпс .

▶ Причина аномалий в CMB.
▶ Причины возникновения аномалий в крупномасштабной
структуре.

▶ Причины возникновения «ранних галактик».
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Большой взрыв — это фазовый переход вещества при очень
большой энергии (т.е. материя произошла из материи, которая
была на предыдущем цикле). Это позволяет объяснить, почему
во Вселенной почти нет античастиц, а также наблюдаемую
однородность Вселенной.
Физически также возможен обмен пространственных координат с
координатами на группах Ли U(1), SU(2), SU(3), используемых в
стандартной модели физики элементарных частиц [5, 6, 7].
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